84

Definirea dimensiunii generalizate in analiza
sistemelor complexe

George Mahalu, Cornel Turcu, Valentin Popa

Abstract—The generalized dimension is a new notion that
appeared about the fractal forms. The Haussdorff dimension has
been defined into the beginning 20-th century and was one from
the novelty entities from the modern geometry named fractal
geometry. This dimension was been implied into many interesting
area of applications such as medicine, biology, physics,
engineering etc. Calculus for this is very important in study of the
natural complex systems, there where the classical mathematical
concepts proved limitary in the phenomena description.
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1. INTRODUCERE

RACTALII au patruns practic In orice domeniu de
interes al cunoasterii umane, devenind, de la un simplu
subiect de reflectii, o temd de interes atit pentru neinitiai cat
mai ales pentru specialigti. De la analiza fenomenului climatic
si pana la modelarea fenomenului canceros, de la descrierea
imaginilor captate de telescopul Hubble si pana la realizarea
efectelor speciale in cinematografie, fractalii s-au dovedit o
inepuizabild sursd de idei, solutii, incercari, algoritmi, pe
directii si sensuri clasice sau surprinzator de neconventionale.

Abordarea studiului tesuturilor canceroase prin tehnici de
analizd fractald s-a dovedit una din temele de succes ale
modeldrii sistemice. Diagnoza medicald s-a Tmbunatatit astfel
cu o noud valentd in interpretarea informationald a imaginilor
de tesuturi maligne, reducand proportional necesitatile de
prelevare de tesut prin procedee ce recurg la biopsie.

O serie de caracteristici fractale (cum ar fi legea puterii,
specificd spectrului Fourier al imaginilor in scald de gri) au
fost utilizate de Heymans si colaboratorii (O. Heymans, S.
Blacher, F. Brouers, G.E. Pierard. Si aici, dimensiunea fractala
cuantifica nivelul aleator al distributiei vasculare, caracteristica
ce nu este usor de pus 1n evidentd prin intermediul densitatii
vasculare.

Deoarece determinarea dimensiunii fractale constituie un
element esential 1n studiul caracteristicilor morfo-functionale
si a comportamentului sistemic al tesuturilor canceroase, o
graficd se dovedeste utild. Cautarea de noi metode de definire
a dimensiunii generalizate pentru sistemele grafice complexe,

capata astfel conotatii de corelatie intersistemicd, la nivelul
perceptiei proprietatilor fizice ale entitatilor studiate prin

intermediul modelelor de reprezentare matematica.

II. DIMENSIUNEA FRACTALA

Existd mai multe metode de a defini si calcula dimensiunea
fractala a unui obiect grafic, pe care 1l vom denumi In
continuare formad.

Oricare ar fi definirea notiunii de dimensiune a unei forme
fractale, ideile pleacd de la dimensiunea Haussdorft-
Besicovich (HB). Aceastd dimensiune este un numar real ce
poate fi utilizat in caracterizarea complexitdtii geometrice a
unei submultimi limitate din R" .

Dimensiunea HB prezintd o semnificatie mult mai subtila
decat dimensiunea fractala. Unul din motivele importantei
acestei notiuni este cel al permiterii compararii diverselor
”mdrimi” ale multimilor pentru care dimensiunea fractald este
aceeasi.

Pentru intelegerea modului de definire a dimensiunii HB, sa

consideram spatiul metric (R",d ) Aici, n este numar natural

iar d noteazd metrica euclidiani. Fie A c R" un domeniu
limitat. Atunci, putem utiliza notatia:

diam(A) =sup{d(x,y):x,ye A} (D)

Fie 0<e<oo si 0<p<oo. Vom nota cu £2 multimea

ansamblului de submultimi A; c A astfel Incdt A=U7 A, .

In aceste conditii, putem defini:

M(A, p, &)=

= inf{Z(diam(Ai NP {A;}€ A Adiam(A;) < €} @

i=1

Vom utiliza conventia ca (diam(Ai))O =0 atunci cand A,

este multimea vida.

Constatam cda M (A, p,€) este un numar cuprins In
intervalul [0,00) , avand valoare nula, finita sau infinita.

Pentru pe [0,00) , marimea:
M (A, p) =sup{M (A, p,€): £ > 0}

este numitd masura Haussdorff p-dimensionala a Iui A sau
simplu dimensiune Haussdorff.



Se observd cd dimensiunea Haussdorff are un caracter de
generalitate Tn comparatie cu dimensiunea euclidiana, putand
cdpata — spre deosebire de cealaltd - si valori fractionare. Din
acest motiv, putem considera ca ea fundeaza o clasad speciala
numitd clasa dimensiunilor generalizate. Mentiondm ca
dimensiunea Haussdorf asa cum a fost ea definita mai sus, nu
constituie singurul exemplu de apartenentd la aceastd clasa.
Orice alt exemplu de dimensiune fractala apartine de asemenea
acestei clase.

Tehnica de definire a dimensiunii Haussdorff este cea de
acoperire a domeniului A cu un set de subdomenii A;,ie N.
Aceastd tehnicd permite sd realizdm un rationament de
deducere a dimensiunii fractale a formelor (obiectelor
geometrice) autosimilare. Pentru aceasta sd considerdam o
forma cu magnitudinea liniara (dupa toate directiile spatiului
euclidian) egala cu unitatea, cdreia 1i reducem aceastd
magnitudine la valoarea g <1 dupa fiecare directie spatiald. In
felul acesta, daca forma initiala este autosimilard, se obtine o
acoperire a acesteia cu N(q) forme autosimilare (figura 1).

Urmarind datele precizate 1n figura 1, constatam ca:
N=q" 3)

astfel Incat dimensiunea formelor se determina dupa relatia:

“

Aplicand aceasta relatie unei structuri autosimilare, se poate

gisi o valoare chiar si neintreagid pentru D, ca valoare a
limitei:

D = lim 128N (@) (5)
q—0 1
log —
q

Relatia (5) este de nivel calitativ, ea putand fi folositd doar
in unii algoritmi numerici. Mult mai utilizatd in practicd este
relatia (diagrama) Mandelbrot-Richardson, dedusd ca si
consecinta a efectului Richardson.

Lewis Fry Richardson a pus pentru prima datd problema
unei relatii Intre lungimea granitelor nationale si scala de
masurd. El a constatat ca aceasta relatie este una de tip log-log
(reprezentabila printr-un grafic ce are pe abscisd logaritmul
scalei iar pe ordonata logaritmul lungimii conturului ca functie
de scala).

Mandelbrot a asociat termenul 1—D cu panta graficului,
astfel Incat functia devine:

log L(s)=(—-D)log(s)+k (6)

unde D este dimensiunea fractali, § noteazi scara de

L(s)

raportare, reprezintd lungimea conturului frontierei sau
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coastei (corespunzatoare scarii) iar k este o constanta pozitiva
ce tine de magnitudinea absolutd a lungimii conturului
considerat.

Intr-adevar, plecand de la relatia (4) si considerand in mod

L .
natural s =g¢q, N(q) = ﬂ , obtinem:
s

log L(s
D=1+ g—(l) 7
log—
s
de unde:
1
log L(s)=(D—-1)log—=(1-D)logs (8)
s
ceea ce justificd asocierea facuta de Mandelbrot.
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Fig. 1. Definirea dimensiunii topologice euclidiene .
Pentru coasta Marii Britanii, Richardson a gésit:

1-D= _0~24, deci D :1~24, adica o valoare fractionara.
Linia de coastd a Africii de Sud s-a dovedit mult mai neteda,
aproape de un arc de cerc. Panta estimatd pentru diagrama
Mandelbrot-Richardson este foarte aproape de zero, astfel
incat avem: D =1, Se dovedeste astfel ca acest contur detine
caracteristicile unei forme geometrice euclidiene, asa cum era
de asteptat.



III. ANALIZA DIMENSIUNII GENERALIZATE

Va fi facuta in continuare o analiza calitativd a interpretarii
unui nou tip de dimensiune geometrica, diferitd de cea
topologicda euclidiand. Ea va fi numitd dimensiune
generalizatd, urmand a-i studia ulterior proprietatile. In scopul
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Fig. 2. Definirea matricei de acoperire.

identificarii unor corelatii intre dimensiunea generalizatd si
dimensiunea fractald, se poate pune problema studierii
relatiilor existente intre cele doud notiuni.

Fie o curba continud, neteda, ca cea din figura 2.

In aceasta figura axa Ox este axa argumentului X iar axa
Oy este axa functiei y=f(x). In cazul particular al

exemplului prezentat functia este de forma f(x)=3sin(4x) .

Fereastra de afisare a fost autodimensionata.

Este evident cd numarul maxim posibil de puncte de caroiaj
care si detind proprietatea de a se gisi pe grafic, este N2,
unde N este numirul de reticule dupa fiecare din axe. Nu
toate aceste puncte, Insd, vor realiza In mod practic aceasta
proprietate, fapt care face ca acest numar sa fie n- N, cu n
medie a numarului de noduri dispuse pe fiecare axa de caroiaj
orizontal si simultan pe grafic. Vom defini nodurile in care
proprietatea specificatd este satisfacuta ca fiind noduri active,
in timp ce nodurile pentru care ea nu este realizatd le vom
denumi noduri pasive. Punctele de intersectie cu graficul care
nu se gadsesc pe matricea de acoperire, se ignord (sunt
eliminate din algoritmul de determinare a dimensiunii
generalizate). In exemplul de mai sus avem trei noduri pasive
si doar unul activ.

Vom considera ca ponderea valorii lui n fatd de N poate
varia Intre 0 si 1, aceste limite extreme semnificind, din
punct de vedere formal, realizarea functiei fotul sau nimic.
Altfel spus, n poate lua valori cuprinse intre 0 si N . Daca
odatd cu modificarea valorii lui N aceastd caracteristica se
mentine, rezultd ca ea este o specificitate a curbei considerate.
Se poate astfel trece la determinarea dimensiunii generalizate

o e . no.o.
ca indice de specificitate. Se observa ca raportul N indica un

factor de umplere (sau factor de acoperire) cu noduri active
(noduri situate pe grafic). Din acest motiv, metoda prin care
vom defini dimensiunea generalizata in cele ce urmeaza, va fi
denumita metoda matricei de acoperire (MMA).
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Pentru  definirea dimensiunii  generalizate adoptim
urmatoarea formula:
N -
— j D (1
n+ N

unde n si N sunt notiuni discutate mai sus, k este o
constanta arbitrara iar D noteaza dimensiunea generalizata.

Sa observam ca, in scopul normadrii intervalului de variatie a
dimensiunii generalizate, trebuie ficuta alegerea k =2 . Intr-
adevir, logaritmand ambii membri din (1) si alegand baza
logaritmului de valoare egald cu 2, obtinem:

n+N

D=1+log, (2)

Sa analizam relatia 2. Pentru valori foarte mici ale Iui 7 In
raport cu N, adicd pentru n — 0, gasim D — 1. Acest fapt
sugereazd ca o curba cu o astfel de caracteristica este o curba
ordinard, euclidiand. Cand 1nsd n — N, umplerea domeniului
N XN definit mai sus tinde sd fie completd iar relatia (2)
conduce la D — 2, indicand faptul ca acum curba devine una
speciald, tinzdnd catre caracteristicele unei suprafete. In
concluzie, domeniul de variatie a dimensiunii generalizate este
Q= [1,2], acelasi cu domeniul de variatie al dimensiunii
fractale corespunzatoare.

In scopul adaptarii necesitatilor de calcul la facilitatile
oferite de diversele medii de programare , vom aduce relatia
(2) la forma:

n+N
In

N
In2 &

D=1+

unde In noteaza functia logaritm natural.
Se constatd cd ne [O,N ], astfel incat urmatoarea relatie
capata sens:

+ In({ +1)
In2

D=1 4)

cu {=n/N,xe[0,1]. Vom numi variabila ¢ factor de
acoperire $i vom face ulterior referiri la ea in consecinta.

Se observa ca intervalul de valori posibile ale dimensiunii
generalizate este A = [1,2] , aga cum s-a dorit.

Expresia (4) poate fi adusa la forma:

D=1-§ 5)

In({ +1)
In
metodei matricei de acoperire.
Pe de alta parte, considerind metoda divizdrii 1In
determinarea dimensiunii generalizate:

unde S = noteazd panta caracteristica a



L(r)y=r"" (6)

cu L notind lungimea curbei aproximate, 7 - lungimea
pasului si D - dimensiunea generalizata, avem:

_InL N

1-D In
n+N

=S (7

Inr

Si Tn acest caz, dimensiunea generalizatd poate fi scrisa functie
de panta caracteristica:

D=1-§ )
Se observa ca in timp ce valoarea lui ¥ in metoda divizdrii

este constantd pe parcursul unei iteratii, in cazul metodei
matricei de acoperire aceasta valoare este o medie de forma:

r=%j21pi ©)

cu P, pasul de la nodul i lanodul i+1.

o (@] B 03 04 Ehs s 08 08 1

>
Fig. 3. Variatia dimensiunii generalizate in raport cu factorul de
acoperire. (a) metoda MA (b) metoda mixta

Conform relatiei 7 si tindnd cont de notatia facuta in relatia
4, avem:
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10)

Cum panta S este negativd, cuprinsd Intre 0 si
—In2=-0.69, dimensiunea generalizatd poate capata valori
in intervalul [0,1— S ] Pentru a se asigura acelasi domeniu de

apartenentd a dimensiunii generalizate ca in cazul metodei
matricei de acoperire, va trebui realizatd o renormare:

D=(1-S8)" (11)

Cum pentru S =0 valoarea coeficientului 4 poate fi

oricat, acesta se va evalua pentru cazul S =—1In2. Rezulta:

In2

A md+m2) (12)

IV. ConcLuzi

Relatiile (4) si (11) reprezinta formulele de calcul a
dimensiunii generalizate In metoda matricei de acoperire
(MMA) respectiv In metoda mixtda (MM). O analiza a acestor
relatii poate semnala o serie de caracteristici specifice si poate
sugera unele strategii de utilizare a celor doud metode in
aplicatiile practice.

Conform figurii 3, se constata ca abaterea intre trasa definita
de evolutia dimensiunii generalizate In cazul metodei divizarii
(curba punctatd) si cea specificd metodei mixte (curba
continud), este mica (sub 1%). in consecinta, cele douad metode
pot fi considerate congruente, considerentele practice ducand
la preferarea uneia sau alteia 1n utilizare.
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