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Abstract—Support vector machines (SVMs) have proven to be 

a powerful tool for classification and regression. However, there 

still remain some problems to be solved. One of them is that 

SVMs are very sensitive to outliers because of so-called 

overfitting problem. In this paper a new fuzzy support vector 

machine, based on a fuzzy distance, is proposed to deal with the 

problem.   

 

Index terms—Fuzzy distance, generalized Fuzzy n-Means, 

Support Vector Machines.   
 

I. INTRODUCERE  

În această lucrare vom prezenta un model original de maşini 
nuanŃate cu vectori suport. Spre deosebire de alte modele 
similare (vezi, de exemplu, [7]), abordarea de faŃă se bazează 
pe distanŃa locală în raport cu o mulŃime nuanŃată, definită de 
Gerla şi Volpe [5]. 

În secŃiunea II sunt prezentate sumar idei şi mecanisme ale 
SVM-urilor „clasice” (ce pot fi urmărite pe larg în [2], [9]) , 
iar în secŃiunea III este prezentată o maşină nuanŃată cu vectori 
suport şi problema de optimizare asociată cazului în care 
datele de instruire nu sunt liniar separabile. În continuare sunt 
trase câteva concluzii din analiza modelului teoretic prezentat.  

II. MAŞINI CU VECTORI SUPORT (SVM) 

A. Instruirea SVM: un punct de vedere geometric 

Să considerăm cazul unei probleme de clasificare binară în 
care tipul de învăŃare este instruirea (antrenarea) supervizată. 
Astfel, fiind dată o mulŃime de funcŃii:  

{ }Wwf w ∈| , }1,1{: +−→ℜn

wf  

şi o mulŃime de exemple de instruire: 

{ miii yx ,...,2,1)},( = , unde fiecare 
n

i Rx ∈
reprezintă un 

vector de intrare (sau formă) şi fiecare 
{ }1,1−∈iy

 
reprezintă ieşirea corespunzătoare (sau eticheta), se cere a 

învăŃa funcŃia optimă wf
 care minimizează eroarea, adică 

diferenŃa dintre ieşirea dorită şi cea obŃinută de maşina de 
învăŃare pentru un vector de intrare. Să presupunem că avem o 

maşină a cărei sarcină este să înveŃe maparea ii yx →
 .  
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De fapt, maşina este definită de o mulŃime de mapări 

posibile ),( wxfx → , unde funcŃia f depinde de un 

parametru w. Se presupune că maşina este deterministă, adică: 
pentru un vector de intrare x fixat şi pentru un parametru w 
ales, funcŃia va avea mereu acelaşi rezultat. O alegere 
particulară a lui w va genera ceea ce se numeşte o maşină 
instruită (antrenată), cu care se trece la etapa de testare. 

Fiind dată o mulŃime de date de antrenare, să presupunem 
mai întâi că cele două submulŃimi de vectori de intrare 

corespunzând etichetelor 1+=iy  , respectiv 1−=iy , sunt 

liniar separabile. Vectorii de intrare „pozitivi” şi „negativi” 
vor putea fi separaŃi de un hiperplan. 

EcuaŃia hiperplanului de separare este: 
 

0, =− bxw , (1)  

unde n
Rw∈ este normala la hiperplan, Rb ∈ şi 

w

b
este 

distanŃa de la origine la hiperplan. Mai simplu, w este 
orientarea hiperplanului iar b este localizarea acestuia. 

Ilustrarea acestei idei este dată în Figura 1. 

Fig. 1. Vectorii de intrare “pozitivi” şi “negativi” şi hiperplanul de separare 
între cele două mulŃimi. 

Conform [1], două submulŃimi de vectori de dimensiune n 

sunt liniar separabile dacă şi numai dacă există 
n

Rw ∈   şi 
Rb ∈  astfel încât: 
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ybxw

ybxw
, pentru mi ,...,2,1=  (2) 

 

Punctele ( )ii yx ,  pentru care se realizează egalităŃile în 

relaŃiile (1.2) se numesc vectori suport.  
Acestea sunt punctele cele mai apropiate de suprafaŃa de 

decizie. Ştergerea acestora va modifica soluŃia găsită. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2. Hiperplanul de separare şi hiperplanele suport pentru mulŃimi 
separabile. Vectorii suport sunt încercuiŃi 

 
Ilustrarea acestei idei este făcută în Figura 2. Hiperplanul de 

separare H0 este cel care trece prin mijlocul distanŃei dintre 
cele două hiperplane paralele H1 şi H2 ce conŃin vectorii suport 
pentru cele două clase.  

Întrebarea este cum putem determina hiperplanul, adică w şi 
b , care realizează separarea optimă, adică acel hiperplan care 
stabileşte cea mai mare lărgime a benzii de separare (numită 
margine). 

InegalităŃile (2) se pot reuni sub forma:  
 

01),( ≥−− bxwy ii , pentru toŃi mi ,...,2,1=  (3) 

 
DistanŃa de la un punct oarecare z la hiperplanul de separare 

w este dată de: 

w

bzw −,
 

Rezultă că distanŃa de la vectorii suport iz  la hiperplanul 

de separare este: 

ww

bzw i 1,
=

−
  (4) 

pentru toŃi indicii i pentru care  1, =− bzw i . 

Aşadar, marginea este (vezi [11])
w

2
 (5) 

B. SVM liniare. Cazul neseparabil 

Fiind dată o mulŃime de date de instruire care nu este liniar 
separabilă, este evident că nu putem construi un hiperplan de 
separare fără unele erori de clasificare. Totuşi, construirea 
unui hiperplan optim care minimizează vectorii clasificaŃi 
eronat poate fi de interes. 

DiscuŃia din paragraful precedent poate fi extinsă pentru a 
trata noua situaŃie prin relaxarea restricŃiilor din (2). Aceasta 
se poate face prin introducerea unor variabile pozitive, numite 
variabile de relaxare (slack variables, [3]; slack= loose, 

relaxed). 
Introducerea acestor noi variabile „permite” unor puncte din 

datele de instruire o deviere de la hiperplanul lor suport, faŃă 

de condiŃia ideală de separabilitate, de  
w

iξ
− . 

RestricŃiile (2) devin: 

iii bxwy ξ−≥− 1),( , mi ,...,2,1=  , (6) 

unde 0≥iξ . 

Astfel, pentru ca un punct din datele de instruire să 

reprezinte o eroare de clasificare, variabila sa de relaxare iξ  

trebuie să fie mai mare ca 1.  
Punctele (xi , yi ) pentru care în (6) avem egalităŃi sunt 

vectorii suport. 
În Figura 3 este reprezentată o separare liniară pentru date 

de instruire neseparabile. 

 
 
Fig. 3. Hiperplanul de separare şi hiperplanele support pentru mulŃimi de 

date de instruire neseparabile. Vectorii suport sunt încercuiŃi. Este marcat şi 
punctul incorect clasificat. 

Pentru a obŃine un hiperplan optimal, simultan cu (6) trebuie 
minimizată suma clasificărilor eronate: 

min ∑
=

m

i

iC
1

ξ , 

 
unde C este un parametru real pozitiv ales de utilizator. O 

valoare mai mare a lui C reprezintă o penalizare mai mare a 
erorilor. Astfel, problema de optimizare ia următoarea formă: 
 
Fiind dată mulŃimea de exemple de instruire  

w

iξ−  

{ }1,| +=− bxwx  

{ }0,| =− bxwx  

H2 

H1 

H0 
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( ){ }
miii yx ,...,2,1,

=
, 

să se determine valorile optime ale lui w şi b care 

minimizează  funcŃia 

0,
2

1

1

2
>+ ∑

=

CCw
m

i

iξ  

 cu restricŃiile: 

( )
mi

bxwy

i

iii ,...,2,1,
0

1,
=





≥

−≥−

ξ

ξ
. 

 
Se poate vedea că această abordare satisface  principiul 

minimizării riscului structural: dimensiunea VC (Vapnik-
Cervonenkis) să fie minimizată şi datele de instruire să fie 
separate cu cât mai puŃine excepŃii posibil, cu satisfacerea 
condiŃiilor (5) şi (6). 

Considerăm acum problema duală a SVM (a se vedea [6]) 
pentru acest caz; Pentru această problemă, lagrangeianul are 
următoarea expresie: 

[ ]∑ ∑

∑

= =

=

−+−−

−+=

m

i

m

i
iiiiii

m

i
i

bxwy

CwbwL

1 1

1

2

1),(

2

1
),,,,(

ξµξα

ξµαξ

, 

 

unde variabilele iα  şi iµ sunt multiplicatorii lui Lagrange. 

Aplicând condiŃiile KKTL şi explicitând termen cu termen, 
lagrangianul devine: 

 

∑ ∑∑∑∑∑
= === ==

−−+−=
m

i

m

i

iiii

m

i

i

m

i

m

i

jijiji

m

i

i CxxyybwL
1 111 11

,
2

1
),,,,( ξµξαξαααµαξ

 

 
În consecinŃă, obŃinem următoarea problemă duală: 

 
Fiind dată mulŃimea de exemple de instruire  

miii yx ,...,2,1)},{( = , 

să se determine multiplicatorii lui Lagrange mii ,..,2,1}{ =α  

care maximizează funcŃia obiectiv 

∑ ∑∑
= = =

−=
m

i

m

i

m

j

jijijii xxyyQ
1 1 1

,
2

1
)( αααα  

 cu restricŃiile : 








≤≤

=∑
=

C

y

i

m

i

ii

α

α

0

0
1 , mi ,...,2,1= , 0>C . 

 

Valoarea optimă *
w  este calculată astfel: 

∑
=

=
m

i

iii xyw
1

** α . 

În ceea ce priveşte calculul lui b, acesta se poate face după 
cum urmează ([6]): 

Dacă vom considera toate valorile 0≠iα care  satisfac şi 

condiŃia Ci <α , atunci se obŃine aceeaşi ecuaŃie ca şi în 

cazul separabil: 
 

.,

01),(

1
i

m

j

ijjj

ii

yxxyb

bxwy

−=⇒

=−−

∑
=

α
 

Iarăşi, este mai bine să luăm pentru b media valorilor 
rezultate din toate aceste ecuaŃii. 

Acele puncte pentru care Ci << α0  sunt vectorii suport.  

 

III. MAŞINI CU VECTORI SUPORT NUANłATE (FSVM) 

A. „Fuzzificarea” datelor de instruire 

Tratarea în mod egal a datelor de intruire poate conduce la 
fenomenul numit overfitting (suprapotrivire neadecvată). 
Apare, în mod natural, ideea de a asigna fiecărui punct un grad 
de apartenenŃă corespunzător importanŃei sale relativ la clasa 
din care face parte. Din moment ce fiecărui punct xi i s-a 
asignat un grad de apartenenŃă, mulŃimea datelor de instruire 
devine o mulŃime nuanŃată. 

În felul acesta, maşinile cu vectori suport, SVM, sunt 
transformate în maşini nuanŃate cu vectori suport, FSVM 
(Fuzzy Support Vector Machines). 

Întrucât FSVM, ca şi SVM, au drept obiectiv maximizarea 
marginii de separare şi minimizarea erorilor de clasificare, în 
vederea atingerii unei înalte abilităŃi de generalizare, 
propunem două abordări diferite de fuzzificare a datelor de 
instruire şi de formulare, în consecinŃă, a problemei de 
optimizare a FSVM: 

1. Margine clară (mulŃime clasică), dar cu 
apartenenŃa difuză a punctelor la mulŃimea de 
instruire. 

2. Margine nuanŃată: regiunea de separare (marginea) 
M este o mulŃime nuanŃată peste X, notaŃia  M(x) 
reprezentând gradul de apartenenŃă al lui x  la 
regiunea de separare. 

În continuare, vom prezenta prima abordare. Reamintim că 
obiectivele principale ale acestei abordări constau în 
detectarea anomaliilor  şi prelucrarea datelor de instruire 
afectate de zgomot, luând în considerare şi informaŃii despre 
calitatea mulŃimii de date de antrenare. Pentru atingerea 
acestor obiective, pot fi avute în vedere mai multe metode şi 
tehnici prin care atribuim grade de apartenenŃă/ importanŃă/ 
relevanŃă punctelor din mulŃimea de date de instruire: 

a) Utilizarea unui algoritm care să atribuie grade de 
apartenenŃă pe baza importanŃei fiecărui punct în domeniul 
problemei. Pentru a păstra acea caracteristică unică (printre 
modelele de învăŃare) a SVM-urilor de a nu încorpora 
cunoştinŃe despre domeniul problemei, această metodă este 
puŃin recomandată.  

b) Utilizarea unei unelte inteligente, capabile să trateze 
diferenŃiat surse de date cu diferite grade de încredere. 
ReŃeaua neuronală „Fuzzy ARTMAP cu factor de relevanŃă” 
(FAMR, a se vedea, de exemplu, [8]) ia în considerare 
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informaŃii despre calitatea mulŃimilor de date de antrenare, 
poate fi folosită pentru clasificare şi este superioară modelelor 
concurente în prelucrarea datelor afectate de zgomot. 

c) O metodă euristică originală, ce va fi prezentată în 
continuare. 

 
Fie X={x1, x2, …, xm } mulŃimea vectorilor din datele de 

instruire. Considerăm că S este o mulŃime nuanŃată peste X, 
corespunzând la o clasă de puncte. Admitem că S conŃine două 
subclase care sunt descrise de partiŃia nuanŃată   {A1, A2} a lui 
S, unde elementele lui A1  sunt vectorii xi pentru care y  = -1 
(punctele „negative”), iar elementele mulŃimii A2  sunt 
punctele „pozitive”;  avem: 

( ) ....,,2,1,1)(

;2,1],1,0[:

21 mixAxA

kXA

ii

k

==+

=→
 (7) 

Această substructură poate fi obŃinută cu un algoritm de 
clasificare cu mulŃimi nuanŃate folosind, de exemplu, 
algoritmul n-Medii NuanŃat Generalizat (Generalized Fuzzy 
n-Means, GFNM). Pentru completitudinea prezentării, dăm 
mai jos acest algoritm ([4]): 

 
Algoritmul  n – Medii NuanŃat Generalizat 

P1. Se iniŃializează o partiŃie nuanŃată nAAP ....,,1
1 = a 

mulŃimii nuanŃate C. Se alege eroarea admisibilă eps. De 

exemplu, eps= 510− . 

P2. Se calculează prototipul iL  al fiecărei clase iA , 

folosind formula: 

( )( )

( )
pjni

xA

xxA

L
p

j

j

j

p

j

jj

j

i ...,,1;...,,1,

1

2

1

2

===

∑

∑

=

=
. 

P3. Se actualizează partiŃia nuanŃată 
1P calculând o nouă 

partiŃie 
2P ai cărei atomi se obŃin cu formula: 

( ) ( )
( )
( )

pjni

Lxd

Lxd

xC
xA

n

k
kj

ij

j
j

i ...,,1;...,,1,

,

,

1
2

2
===

∑
=

. 

P4. Dacă 
2P  este suficient de aproape de 

1P , adică 

epsQQ <− 12 , 

unde 
2Q
şi 

1Q sunt matricile reprezentative alte partiŃiilor 

2P şi 
1P , iar 

Q
este norma matricei Q, atunci STOP. 

În caz contrar, se pune 
1P :=

2P şi se merge la pasul P2. 
 

ObservaŃii. 

a) Dacă, în algoritmul de mai sus, se pune C=X, se obŃine 
algoritmul n - Medii NuanŃat. 

b) Norma unei matrice Q se poate defini în mai multe feluri. 
Putem considera, de exemplu,  

ij
ji

QQ
,

max= . 

c) Pentru cazul nostru se iau: C=S, S=X, n=2, p=m, iar 
distanŃa care apare în formula de la pasul P3 este, în 

conformitate cu [4,5], *
Cdd = . 

Considerăm mulŃimile (clasice) supp A1, supp A2, 
*
1A şi 

*
2A , obŃinute prin defuzzificarea mulŃimilor nuanŃate A1, 

respectiv A2: 

( ){ }

( ){ };5,0/

;5,0/

2
*
2

1
*
1

>=

>=

xAxA

xAxA
   (8) 

 
În modelul de SVM propus, definim lărgimea benzii de 

separare nuanŃate, marginea D, astfel: 

D= )(min 1*
1

xA
Ax∈

+ )(min 2*
2

xA
Ax∈

 (9a) 

Prin urmare, analogul formulei (5) pentru modelul de SVM 
nuanŃat este: 

w

D

w

xA

w

xA

M
AxAx

=+=
∈∈

)(min)(min 21 *
2

*
1  (9b) 

 
Din definiŃia (9a) rezultă imediat: 

ww

D

w

21
<<  (10) 

 
şi, prin urmare, cerinŃa de maximizare a marginii conduce la 

următoarea problemă de optimizare:    min
D

w
2

. 

 
Să notăm: 

;*
2

*
1

* AAX ∪=  (11) 

( );*Xcardr =  (12) 

 

( )
( )




+=

−=
=

1,

1,

2

1

ii

ii

i
ydacăxA

ydacăxA
t  i=1, 2, …, m.  (13) 

 
Evident, mr ≤  şi putem considera că, printr-o 

renumerotare a elementelor mulŃimii X, primele r dintre 

acestea vor fi elementele mulŃimii *X . 
Modelul bazat pe construcŃia de mai sus va fi numit Fuzzy 

SVM (FSVM).   
Cu aceste construcŃii, putem trece la formularea problemei 

de optimizare a FSVM-urilor. 
 

B. Problema de optimizare a FSVM  

Ca şi SVM-urile, FSVM-urile sunt construite să 
maximizeze marginea de separare şi să minimizeze erorile de 
clasificare pentru a atinge o înaltă abilitate de generalizare. 
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Spre deosebire de SVM-uri, FSVM-urile fuzzifică termenul de 
penalizare (a punctelor eronat clasificate) cu scopul de a 
reduce efectul datelor mai puŃin relevante (anomalii sau 
zgomote). 

În acest caz, problema de optimizare cu restricŃii este 
definită astfel: 

 
Fiind dată mulŃimea de exemple de instruire 

( ){ }
miiii tyx ,...,2,1,,

=
, 

 să se determine valorile optime ale lui w şi b care 
minimizează funcŃia obiectiv 
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Pentru această problemă, lagrangeianul are următoarea 
expresie:
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unde variabilele iα  şi iµ sunt multiplicatorii lui Lagrange. 

Aplicând condiŃiile Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange 
(KKTL), după explicitarea termen cu termen lagrangeianul 
devine: 
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Dezvoltând termen cu termen, se obŃine: 
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În consecinŃă, obŃinem următoarea problemă duală: 
 
Fiind dată mulŃimea de exemple de instruire 

miiii tyx ,...,2,1)},,{( = , 

să se determine multiplicatorii lui Lagrange mii ,..,2,1}{ =α  

 care maximizează funcŃia obiectiv 
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A doua restricŃie este obŃinută din condiŃia ca 0≥iµ , 

mi ,..,2,1= . 

Valoarea optimă *
w  este calculată, din nou, astfel: 

∑
=

=
m

i

iii xyw
1

** α . 

 
În ceea ce priveşte calculul lui b, acesta se poate face după 

cum urmează: 

Dacă vom considera toate valorile 0≠iα care satisfac şi 

condiŃia ii Ct<α , atunci, din condŃiile KKTL ⇒  0≠iµ ,   

0=iξ . 

În aceste condiŃii,  se obŃine aceeaşi ecuaŃie ca şi în cazul 
neseparabil clasic: 
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pentru orice i pentru care ii Ct<< α0 .  

 
Iarăşi, este mai sigur să luăm pentru b media valorilor 

rezultate din toate aceste ecuaŃii. 

Acele puncte pentru care ii Ct<< α0  sunt vectorii 

suport. 
 
ObservaŃii 
Este clar că singura diferenŃă între SVM şi FSVM apare la 

limitele superioare ale multiplicatorilor lui Lagrange iα  din 

problema duală. În cazul SVM-urilor, toŃi multiplicatorii sunt 
mărginiŃi superior de constanta C, în timp ce, în cazul FSVM, 

multiplicatorii lui Lagrange iα  au limite superioare variabile, 

depinzând de gradul de apartenenŃă. Cu cât gradul de 
apartenenŃă al unui punct este mai mic, cu atât mai îngustă va 
fi regiunea de separare determinată de hiperplanul ce trece 

prin iα .  

 
Putem înlocui pe M din (9b) cu următoarea definiŃie: 
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1
sup 21 . (14) 

În acest caz, inegalitatea (10) se înlocuieşte cu : 

ww

D

w

20
<< . (15) 

 
Înlocuirea lui m cu r, conform definiŃiei (12), în problema de 

optimizare cu restricŃii  (şi în toate formulele din această 
secŃiune) va conduce la o eliminare mult mai severă a 
anomaliilor şi, în consecinŃă, la o reducere considerabilă a 
dimensiunii problemei de programare pătratică.    
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I. CONCLUZII 

În acest articol am prezentat un nou tip de clasificator 
instruibil nuanŃat: maşini cu vectori suport nuanŃate, FSVM 
– Fuzzy Support Vector Machines. Acest model tratează 
problema suprapotrivirii (overfitting), care apare în mod 
special în clasificarea binară (cu două clase)  a SVM-urilor 
„tradiŃionale” (cazul formelor liniar neseparabile). Se 
demonstrează reducerea suprapunerii neadecvate 
(overfitting) şi, în mod corespunzător, a erorilor de 
clasificare.  
Avantaje ale abordarii propuse : 

- se reduce numărul punctelor greşit clasificate; sunt 
neglijate acele puncte care sunt prea depărtate de „centrii” 
(prototipurile) claselor lor; 

- se reduce semnificativ dimensiunea problemei de 
programare pătratică; 

- se micşorează marginea (lărgimea benzii de 
separare), dar aceasta va fi definită de un număr mai mic de 
vectori suport, ceea ce va conduce la o ameliorare a 
performanŃelor clasificatorului în faza de testare şi, 
respectiv, în faza de  lucru (clasificare). 
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