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Masini cu vectori suport nuantate — o noua
abordare in clasificarea datelor

Gheorghe RADU, Stefan-Gheorghe PENTIUC

Abstract—Support vector machines (SVMs) have proven to be
a powerful tool for classification and regression. However, there
still remain some problems to be solved. One of them is that
SVMs are very sensitive to outliers because of so-called
overfitting problem. In this paper a new fuzzy support vector
machine, based on a fuzzy distance, is proposed to deal with the
problem.

Index terms—Fuzzy distance, generalized Fuzzy n-Means,
Support Vector Machines.

I. INTRODUCERE

In aceasta lucrare vom prezenta un model original de masini
nuantate cu vectori suport. Spre deosebire de alte modele
similare (vezi, de exemplu, [7]), abordarea de fatd se bazeaza
pe distanta locald in raport cu o multime nuantata, definita de
Gerla si Volpe [5].

In sectiunea II sunt prezentate sumar idei si mecanisme ale
SVM-urilor ,clasice” (ce pot fi urmarite pe larg in [2], [9]) ,
iar 1n sectiunea III este prezentatd o masind nuantatd cu vectori
suport si problema de optimizare asociatd cazului in care
datele de instruire nu sunt liniar separabile. in continuare sunt
trase cateva concluzii din analiza modelului teoretic prezentat.

II. MASINI CU VECTORI SUPORT (SVM)

A. Instruirea SVM: un punct de vedere geometric
Sa consideram cazul unei probleme de clasificare binara in

care tipul de invatare este instruirea (antrenarea) supervizata.
Astfel, fiind data o multime de functii:

{f, twew}, £, :R" = {-1,+1}

si 0 multime de exemple de instruire:
n

reprezintd un

. o e Ll
vector de intrare (sau forma) si fiecare Vi { ’}
reprezintd iesirea corespunzatoare (sau eticheta), se cere a

invdta functia optima f W care minimizeaza eroarea, adicd
diferenta dintre iesirea doritd si cea obtinutd de masina de
invatare pentru un vector de intrare. Sa presupunem cd avem o

—Y;

{(xl.,yi)}i:l’2 . » unde fiecare i €

VR o < A X;
masina a carel sarcina este sa 1nve§e maparea !
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De fapt, masina este definitd de o multime de mapari
posibile x — f(x,w), unde functia f depinde de un

parametru w. Se presupune cd masina este deterministd, adica:
pentru un vector de intrare x fixat §i pentru un parametru w
ales, functia va avea mereu acelasi rezultat. O alegere
particulara a lui w va genera ceea ce se numeste 0 masind
instruitd (antrenatd), cu care se trece la etapa de testare.

Fiind datd o multime de date de antrenare, sd presupunem
mai Tntdi cd cele doud submultimi de vectori de intrare

corespunzénd etichetelor y, =+1 , respectiv y, = —1, sunt
liniar separabile. Vectorii de intrare ,,pozitivi” §i ,,negativi”

vor putea fi separati de un hiperplan.
Ecuatia hiperplanului de separare este:

(w,x)=b=0, (1)
i

unde W€ R"este normala la hiperplan, b€ Rsi — este
[+
distanta de la origine la hiperplan. Mai simplu, w este
orientarea hiperplanului iar b este localizarea acestuia.
Ilustrarea acestei idei este data in Figura 1.

{x|<w,x>—b>0}

{x|<w,x>—b<0}. e

Fig. 1. Vectorii de intrare “pozitivi” si “negativi” si hiperplanul de separare
intre cele doud multimi.

Conform [1], doud submultimi de vectori de dimensiune n

n
sunt liniar separabile dacd si numai daca exista W€ R si
be R astfel incat:



<w,xi>—b2+1,yi =+1

,pentru i =1,2,...,m )
<w,xi>—b <-ly,=-1
Punctele (xl.,yi) pentru care se realizeaza egalitdtile in

relatiile (1.2) se numesc vectori suport.
Acestea sunt punctele cele mai apropiate de suprafata de
decizie. Stergerea acestora va modifica solutia gasita.

Hy
\

\
{x\(v:,x b= O}\

. 2
° \\
o..

Fig. 2. Hiperplanul de separare si hiperplanele suport pentru multimi
separabile. Vectorii suport sunt incercuiti

Tlustrarea acestei idei este facuta Tn Figura 2. Hiperplanul de
separare Hj este cel care trece prin mijlocul distantei dintre
cele doua hiperplane paralele H; si H, ce contin vectorii suport
pentru cele doua clase.

Intrebarea este cum putem determina hiperplanul, adica w si
b , care realizeaza separarea optima, adica acel hiperplan care
stabileste cea mai mare largime a benzii de separare (numita
margine).

Inegalitatile (2) se pot reuni sub forma:

y:((w,x;)=b)—120, pentrutoti i =1,2,...,m 3)

Distanta de la un punct oarecare z la hiperplanul de separare
w este datd de:

[ow.2) -]
[+

Rezultd cd distanta de la vectorii suport Zz; la hiperplanul

de separare este:

s K )T b

[(wz) =8 1 “
T

pentru toti indicii i pentru care KW, Z i> - b‘ =1.

Asadar, marginea este (vezi [11]) — (®)]

1
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B. SVM liniare. Cazul neseparabil

Fiind datd o multime de date de instruire care nu este liniar
separabild, este evident cd nu putem construi un hiperplan de
separare fara unele erori de clasificare. Totusi, construirea
unui hiperplan optim care minimizeaza vectorii clasificati
eronat poate fi de interes.

Discutia din paragraful precedent poate fi extinsd pentru a
trata noua situatie prin relaxarea restrictiilor din (2). Aceasta
se poate face prin introducerea unor variabile pozitive, numite
variabile de relaxare (slack variables, [3]; slack= loose,
relaxed).

Introducerea acestor noi variabile ,,permite” unor puncte din
datele de instruire o deviere de la hiperplanul lor suport, fata
S
u

de conditia ideala de separabilitate, de — ”—

Restrictiile (2) devin:
yi({w,x;)=b)21-&,.i=12,..
unde &, >0.

Astfel, pentru ca un punct din datele de instruire sa

Sm, (6)

reprezinte o eroare de clasificare, variabila sa de relaxare f ;

trebuie sa fie mai mare ca 1.

Punctele (x; , y; ) pentru care 1n (6) avem egalitati sunt
vectorii suport.

In Figura 3 este reprezentati o separare liniard pentru date
de instruire neseparabile.

Fig. 3. Hiperplanul de separare si hiperplanele support pentru multimi de
date de instruire neseparabile. Vectorii suport sunt incercuiti. Este marcat si
punctul incorect clasificat.

Pentru a obtine un hiperplan optimal, simultan cu (6) trebuie

minimizata suma clasificarilor eronate:

min Cifi ,
i=1

unde C este un parametru real pozitiv ales de utilizator. O
valoare mai mare a lui C reprezintd o penalizare mai mare a
erorilor. Astfel, problema de optimizare ia urmatoarea forma:

Fiind data multimea de exemple de instruire



{(xi » Vi )}i:1,2,...,m’

sa se determine valorile optime ale lui w si b care
minimizeazd functia

1 n
5||w||2 - c;;.,c >0

cu restrictiile:

yi(<w,xi>—b)21—§i

£ >0 Jd=12,...m.

Se poate vedea cd aceastd abordare satisface principiul
minimizarii riscului structural: dimensiunea VC (Vapnik-
Cervonenkis) sa fie minimizatd si datele de instruire sa fie
separate cu cit mai putine exceptii posibil, cu satisfacerea
conditiilor (5) si (6).

Consideram acum problema dualda a SVM (a se vedea [6])
pentru acest caz; Pentru aceastd problema, lagrangeianul are
urmatoarea expresie:

1 2 m
Lwb.ga = +CL& -
i=1

%“1’ [%'((W’xi) -b)-1+ fi]— %ﬂifi

i=l1

unde variabilele &; si A, sunt multiplicatorii lui Lagrange.

Aplicand conditiile KKTL si explicitand termen cu termen,
lagrangianul devine:

m 1oL

Lw,b,&,a, ) = Zai _Ezzaiajyiyj<xi’xj>+c ¢ _Za,é:i _Zﬂ,"f,
i=1 i1 il i1 =1 =

In consecint, obtinem urmitoarea problema duala:
Fiind data multimea de exemple de instruire
(G /D) PR

sa se determine multiplicatorii lui Lagrange {a},_ ,

care maximizeazd functia obiectiv

m 1 m m
Q(a’)zzai _Ezza’ia’jyiyj<xi’xj>
i=1 i=l j=1
cu restrictiile : ,Z::‘aiyi - 0, i=12,...m,C>0.
O0<a, <C

. - * -
Valoarea optimd w este calculata astfel:
m
L *
w = ZQ'[ ViX; .
i=1

In ceea ce priveste calculul lui b, acesta se poate face dupa
cum urmeaza ([6]):

Dacad vom considera toate valorile &; # Ocare satisfac si
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conditia ¢, < C, atunci se obtine aceeasi ecuatie ca si in

cazul separabil:
y:((w,x,)=b)—1=0

:b:iajyj<xj,xi>—yi.
j=1

larasi, este mai bine sd ludm pentru b media valorilor
rezultate din toate aceste ecuatii.

Acele puncte pentru care 0 < &; < C sunt vectorii suport.

III. MASINI CU VECTORI SUPORT NUANTATE (FSVM)

A. ,, Fuzzificarea” datelor de instruire

Tratarea in mod egal a datelor de intruire poate conduce la
fenomenul numit overfitting (suprapotrivire neadecvatad).
Apare, Tn mod natural, ideea de a asigna fiecarui punct un grad
de apartenentd corespunzator importantei sale relativ la clasa
din care face parte. Din moment ce fiecarui punct x; i s-a
asignat un grad de apartenentd, multimea datelor de instruire
devine o multime nuantata.

in felul acesta, maginile cu vectori suport, SVM, sunt
transformate in masini nuantate cu vectori suport, FSVM
(Fuzzy Support Vector Machines).

intrucat FSVM, ca si SVM, au drept obiectiv maximizarea
marginii de separare si minimizarea erorilor de clasificare, in
vederea atingerii unei Tinalte abilitdti de generalizare,
propunem doud abordari diferite de fuzzificare a datelor de
instruire si de formulare, in consecintd, a problemei de
optimizare a FSVM:

1. Margine clara (multime clasicd), dar cu
apartenenta difuzd a punctelor la multimea de
instruire.

2. Margine nuantatd: regiunea de separare (marginea)
M este o multime nuantatd peste X, notatia M(x)
reprezentand gradul de apartenentd al lui x la
regiunea de separare.

In continuare, vom prezenta prima abordare. Reamintim ci
obiectivele principale ale acestei abordari constau fin
detectarea anomaliilor si prelucrarea datelor de instruire
afectate de zgomot, ludnd in considerare si informatii despre
calitatea multimii de date de antrenare. Pentru atingerea
acestor obiective, pot fi avute Tn vedere mai multe metode si
tehnici prin care atribuim grade de apartenentd/ importanta/
relevantd punctelor din multimea de date de instruire:

a) Utilizarea unui algoritm care sd atribuie grade de
apartenentd pe baza importantei fiecarui punct In domeniul
problemei. Pentru a pastra acea caracteristicd unicd (printre
modelele de invatare) a SVM-urilor de a nu incorpora
cunostinte despre domeniul problemei, aceasta metodd este
putin recomandata.

b) Utilizarea unei unelte inteligente, capabile sa trateze
diferentiat surse de date cu diferite grade de incredere.
Reteaua neuronala ,,Fuzzy ARTMAP cu factor de relevanta”
(FAMR, a se vedea, de exemplu, [8]) ia 1n considerare



informatii despre calitatea multimilor de date de antrenare,
poate fi folositad pentru clasificare si este superioara modelelor
concurente 1n prelucrarea datelor afectate de zgomot.

c) O metoda euristica originald, ce va fi prezentatd In
continuare.

Fie X={xy, X, ..., X, } multimea vectorilor din datele de
instruire. Consideram ca S este o multime nuantatd peste X,
corespunzand la o clasa de puncte. Admitem cd S contine doua
subclase care sunt descrise de partitia nuantatd {A,;, A,} a lui
S, unde elementele lui A, sunt vectorii x; pentru care y = -1

(punctele ,negative”), iar elementele multimii A, sunt
punctele ,,pozitive”’; avem:
A X —=[0]1], k=12

@)

Ax)+A(x)=1, i=12,..m.

Aceastd substructurd poate fi obtinutd cu un algoritm de
clasificare cu multimi nuantate folosind, de exemplu,
algoritmul n-Medii Nuantat Generalizat (Generalized Fuzzy
n-Means, GFNM). Pentru completitudinea prezentarii, dam
mai jos acest algoritm ([4]):

Algoritmul n — Medii Nuantat Generalizat
, A a

multimii nuantate C. Se alege eroarea admisibila eps. De

P1. Se initializeaza o partitie nuantatd P = A, ...

exemplu, eps= 107,
P2. Se calculeaza prototipul L al fiecirei clase A,

folosind formula:

2
\\2
Sl (el
L’=Flp ,i=L.,n j=1..p
o
ZA ; (x’ )
j=1
1
P3. Se actualizeaza partitia nuantata P’ calculand o nous

2
partitie P~ ai carei atomi se obtin cu formula:
; Clx’ . .
Ai(x’): 2( ) ~, i=L..n j=L..,p.
i d ‘x’ ,L ’
k=1 dzixj,Lk )
2 .. 1 .
P4. Daca P~ este suficient de aproape de P , adica

lo* - 0| <eps.

2 1
unde Q si Q sunt matricile reprezentative alte partitiilor

— o
P si P , lar Q este norma matricei Q, atunci STOP.

R 1 2
In caz contrar, se pune P =P si se merge la pasul P2.

Observatii.

a) Dacad, in algoritmul de mai sus, se pune C=X, se obtine
algoritmul n - Medii Nuantat.

b) Norma unei matrice Q se poate defini Tn mai multe feluri.
Putem considera, de exemplu,
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o] = maxl0, |
i,

c) Pentru cazul nostru se iau: C=S, S=X, n=2, p=m, iar
distanta care apare In formula de la pasul P3 este, in
conformitate cu [4,5], d = d;.

Considerdam multimile (clasice) supp A, supp A,, Al* si
A;, obtinute prin defuzzificarea multimilor nuantate A,

respectiv Ay:

A ={x/ A (x)>05};

By )]
A, ={x/ A, (x)> 0,5}

in modelul de SVM propus, definim lirgimea benzii de
separare nuantate, marginea D, astfel:

D=min A, (x) +min A, (x)
AZ

xe A XE

(%a)

Prin urmare, analogul formulei (5) pentru modelul de SVM
nuantat este:

min A (x) minA,(x) D
M = xe A, + xeA, e (9b)
[ I
Din definitia (9a) rezultd imediat:
1 D 2
T < <77 (10)

< <
P ol o

si, prin urmare, cerinta de maximizare a marginii conduce la

2
Wi
urmatoarea problema de optimizare: min M .
Sa notam:
X" =A UA; (11)
r=card(X*), (12)
A (xi ).daca y; =-1
t, = . i=1,2, ..., m. 13)
A,(x,).dacd y, = +1
Evident, r<m si putem considera c¢d, printr-o

renumerotare a elementelor multimii X, primele r dintre

acestea vor fi elementele multimii X "

Modelul bazat pe constructia de mai sus va fi numit Fuzzy
SVM (FSVM).

Cu aceste constructii, putem trece la formularea problemei
de optimizare a FSVM-urilor.

B. Problema de optimizare a FSVM

Ca si SVM-urile, FSVM-urile sunt construite sa
maximizeze marginea de separare §i sa minimizeze erorile de
clasificare pentru a atinge o inaltd abilitate de generalizare.



Spre deosebire de SVM-uri, FSVM-urile fuzzifica termenul de
penalizare (a punctelor eronat clasificate) cu scopul de a
reduce efectul datelor mai putin relevante (anomalii sau
zgomote).

In acest caz, problema de optimizare cu restrictii este
definita astfel:

Fiind data multimea de exemple de instruire

{('xi » Viol; )}i:1,2,...,m ’

sa se determine valorile optime ale lui w si b care
minimizeaza functia obiectiv

D(w, &)= %||w||2 +C1E. C>0
i=1

cu restrictiile:

yl‘(<w’xi>_b)21_é

Jd=12,...,m.
£20
Pentru aceastd problema, lagrangeianul are urméitoarea
expresie:
L(W’b"f’a’ﬂ’t)= i[yi(<w’xi>_b)_1+‘§i]_2ﬂi‘§i
i=1

unde variabilele &; si A; sunt multiplicatorii lui Lagrange.

Aplicand conditiile Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange
(KKTL), dupa explicitarea termen cu termen lagrangeianul
devine:

Lwb.Ea =) a, **(l**jzza @3y, (30 ) FCY 06 =D 0l =Y i
in1 =1 i=1 i=1 i=1
Dezvoltand termen cu termen, se obtine:

i basun)=3 e -2(1-2 155wy (1. )+ S+l -3
:i%——(l—ijZaay, (% ]>+Zm§+§:%§_i%§

i=1 j=1

m D D\, &
:Za,75[175)22040t,y,)',<x‘,x‘,>‘

i=1 i=1 j=I
In consecinta, obtinem urmatoarea problema duala:

Fiind data multimea de exemple de instruire

{('xi s Visl )}i:l,z,...,m

sees

care maximizeazd functia obiectiv

Oa)= Za ——[1——jii CARHERS

ZO{ y;=0
cu restrictiile : < <5 L i=12,...,
0<a <(f,

m,C>0.

A doua restrictie este obtinutd din conditia ca 4, =0,
i=12,..,.m.

. - * - .
Valoarea optimd w este calculatd, din nou, astfel:
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L *
=> ) yx,

i=1
In ceea ce priveste calculul lui b, acesta se poate face dupa

cum urmeaza:

Daca vom considera toate valorile ¢, # 0 care satisfac si
conditia &,; < Ct,, atunci, din condtiille KKTL = x4, #0,

fi:()-

In aceste conditii,
neseparabil clasic:

se obtine aceeasi ecuatie ca §i 1n cazul

yi((w,x)—b)—1=0

m
=b= zajyj<x]’xi>_ Vis
j=1
pentru orice i pentru care 0 < &; < Ct,.

lardsi, este mai sigur sd ludm pentru b media valorilor

rezultate din toate aceste ecuatii.
Acele puncte pentru care 0 < o, <Ct, sunt vectorii

suport.

Observatii
Este clar ca singura diferenta intre SVM si FSVM apare la

limitele superioare ale multiplicatorilor lui Lagrange &, din

problema dual. in cazul SVM-urilor, toti multiplicatorii sunt
marginiti superior de constanta C, in timp ce, In cazul FSVM,

multiplicatorii lui Lagrange ; au limite superioare variabile,

depinzidnd de gradul de apartenentd. Cu cat gradul de
apartenentd al unui punct este mai mic, cu atat mai Tngusta va
fi regiunea de separare determinatd de hiperplanul ce trece

prin; .

Putem Tnlocui pe M din (9b) cu urmatoarea definitie:

min A (x) min A, (x) D
M — Xxesup p A + xesup p A, -~ (14)
[ [ [
In acest caz, inegalitatea (10) se inlocuieste cu :
0 D 2
<— <. (15)

Pl 11 I

Inlocuirea lui m cu r, conform definitiei (12), in problema de
optimizare cu restrictii (si 1n toate formulele din aceastd
sectiune) va conduce la o eliminare mult mai severa a
anomaliilor si, In consecintd, la o reducere considerabila a
dimensiunii problemei de programare patratica.



I. CONCLUZII

In acest articol am prezentat un nou tip de clasificator
instruibil nuantat: masini cu vectori suport nuantate, FSVM
— Fuzzy Support Vector Machines. Acest model trateaza
problema suprapotrivirii (overfitting), care apare in mod
special in clasificarea binard (cu doua clase) a SVM-urilor
otraditionale” (cazul formelor liniar neseparabile). Se
demonstreaza  reducerea suprapunerii ~ neadecvate
(overfitting) si, In mod corespunzator, a erorilor de
clasificare.

Avantaje ale abordarii propuse :

- se reduce numarul punctelor gresit clasificate; sunt
neglijate acele puncte care sunt prea departate de ,.centrii”
(prototipurile) claselor lor;

- se reduce semnificativ dimensiunea problemei de
programare patratica;

- se micgoreazd marginea (largimea benzii de
separare), dar aceasta va fi definitd de un numar mai mic de
vectori suport, ceea ce va conduce la o ameliorare a
performantelor clasificatorului in faza de testare si,
respectiv, in faza de lucru (clasificare).
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